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В последнее десятилетие XX века в теории графов возникло и получило развитие новое
направление — игры в раскраску графа. Наиболее известной и исследованной игрой является
следующая. Задан простой графа G(V;E). Алиса и Боб поочерёдно выбирают одну из еще¨ не
окрашенных вершин и окрашивают ее¨ в один из m заданных цветов. При этом никакие две
смежные вершины не должны быть окрашены одним цветом. Алиса делает первый ход и,
если игра завершается правильной раскраской графа, то она выигрывает. Если же на неко-
тором этапе игры правильная раскраска становится невозможной (имеется неокрашенная
вершина, в окружении которой использованы все краски), то выигрывает Боб.
Наименьшее число цветов m, при котором игра является выигрышной для Алисы, на-
зывается игровым хроматическим числом (game chromatic number) графа G и обозначается
g(G). Справедливо очевидное неравенство (G)  g(G)  (G) + 1, где (G) — хромати-
ческое число графа G, (G) — его максимальная степень. Значительное число исследований
было посвящено оценкам максимальных значений g(G) в различных классах графов. Так
в классе лесов этот максимум равен четырём.
Другую интересную игру в раскраску графа G можно получить, слегка изменив правила.
Пусть число цветов m = 2, ходы делаются по очереди, первый ход делает Алиса, а проигры-
вает тот, кто при наличии неокрашенных вершин не может сделать очередного хода. Если
же граф оказывается полностью раскрашенным, что возможно лишь в случае двудольного
графа G, то результатом игры считается ничья. Следующая теорема описывает результаты
этой игры в простейших случаях.
Теорема 1. Если в качестве G взят простой цикл Cn, то Алиса проигрывает. Если в
качестве G взята простая цепь Pn, то результатом игры является ничья. Если в каче-
стве G взят n-мерный куб Bn, то Алиса проигрывает. В классе деревьев возможны все
три результата игры.
Доказательство теоремы проводится описанием выигрышной стратегии, когда результа-
том игры является выигрыш одной из сторон, и описанием ничейной стратегии для каждой
стороны в случае ничьей.
Рассмотрим теперь существенно иную игру в раскраску графа, ранее в научной литера-
туре, по-видимому, не встречавшуюся. Ее¨ постановка подсказана задачей, предлагавшейся
на Московской математической олимпиаде в 2005 году [1, 66]. Алиса раскрашивает своим
первым ходом в m цветов все ре¨бра графа G(V;E), после чего Боб пытается раскрасить в
те же m цветов вершины графа G так, чтобы ни для какого ребра обе его вершины не были
окрашены в цвет ребра. Если ему это удае¨тся, то он выиграл, если нет — победила Алиса.
Результат этой игры изучался автором для полного n-вершинного графа Kn. Ясно, что этот
результат зависит от соотношения m и n.
Для полного n-вершинного графа Kn и m красок определим предикат P (m;n)
P (m;n) =
8>>>>>><>>>>>>:
0; если для любой раскраски ре¨бер графа Kn существует
раскраска его вершин, дающая правильную раскраску графа Kn;
1; если существует такая раскраска ре¨бер графа Kn; что никакая
раскраска его вершин не приводит к правильной раскраске
графа Kn:
Следующая теорема описывает поведение предиката P (m;n) в зависимости от m и n.
Теорема 2 [2]. Для каждого натурального m существует такое натуральное  (m),
что P (m;n) = 1 при n   (m) и P (m;n) = 0 при n <  (m).
Функция  (m) строго монотонно возрастает по m и имеет квадратичный порядок
роста  (m) = 
 
m2

.
Если q— степень простого числа такая, что m  q   1, то  (m) удовлетворяет двой-
ному неравенству
m2=2e+ 2   (m)  q2;
где e = 2; 71 : : : — основание натурального логарифма.
Доказательство монотонности предиката P (m;n) по m и по n проводится стандартными
для теории графов методами и не составляет труда.
Нижняя оценка теоремы доказывается вероятностным методом с использованием локаль-
ной леммы Ловаса (см. [3, 85]). Для произвольной фиксированной окраски рёбер графа Kn
окрашиваем каждую его вершину независимо и равновероятно в один изm цветов. Для каж-
дого ребра e = fvi; vjg 2 E (Kn) определим событие Ae: «ребро e и вершины vi, vj окрашены
в один цвет». Тогда событие
T
e2E(Kn)
Ae соответствует правильной вершинной раскраске.
Для каждого Ae имеем P (Ae) = 1=m2. Событие Ae может зависеть лишь от событий Ae0 для
смежных с e рe¨бер e0, а их 2 (n  2). При 2em 2 (n  2)  1 условия локальной леммы Ло-
васа выполнены, а значит правильная вершинная раскраска существует. Отсюда получаем
 (m) > m2=2e+ 2.
Идея получения верхней оценки содержится в [1, 381]. Пусть число вершин n = q2, число
цветов m = q   1, где q — степень простого числа. Вершины графа Kq2 отождествляются с
точками конечной аффинной плоскости порядка q. Множество из q2 + q прямых плоскости
разбивается на q + 1 подмножеств — направлений, каждое из которых содержит q прямых.
Прямые каждого направления не пересекаются и покрывают все q2 точек. Из q + 1 направ-
лений Алиса произвольно выбирает q   1 и окрашивает ре¨бра каждого из них в отдельный
цвет. Ре¨бра двух оставшихся направлений окрашиваются произвольно. Теперь при любой
раскраске q2 вершин в q  1 цветов найде¨тся ребро, две вершины которого окрашены в цвет
ребра. В самом деле, при раскраске q2 точек в q   1 цветов найде¨тся цвет, используемый
более q раз. Поэтому среди q прямых направления этого цвета найде¨тся прямая с двумя
точками этого цвета, т.е. обе вершины соответствующего ребра будут окрашены в цвет реб-
ра. Отсюда P
 
q   1; q2 = 1. Для произвольного числа цветов m, положив q = 2dlog2(m+1)e,
имеем m  q  1 и q2 < 4(m+ 1)2. Это даe¨т P

m; 4(m+ 1)2

= 1. Откуда  (m)  4(m+ 1)2,
что и устанавливает порядок роста  (m).
В качестве непосредственного следствия из теоремы получаем следующие оценки для
числа красок m в зависимости от числа вершин n графа Kn.
Следствие. Если m >
p
2e (n  2), то P (m;n) = 0. Если m < q, где q — любая степень
простого числа такая, что q2  n, то P (m;n) = 1.
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